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Das isoperimetrische Problem, auch bekannt als das Problem der Dido, ist es, unter allen
geschlossenen ebenen Kurven gleichen Umfangs diejenige zu finden, welche die grofite Flache
umschliel3t. Es zeigt sich, dass die Lésung dieses Problems der Kreis ist. In diesem Artikel
werden drei verschiedene Beweise dieser Tatsache vorgestellt.



Einleitung

Beim isoperimetrischen Problem zeigt sich beispielhaft, welche einfache Gestalt mathema-

tisch tiefe Ergebnisse annehmen kdonnen bzw. umgekehrt, dass zur Lésung eines in wenigen
einfachen Worten formulierbaren Problems durchaus fortgeschrittene mathematische Metho-
den angewendet werden mussen. Wir kénnen es hier nur behandeln, weil wir erstens anneh-
men, dass eine Losung dieses Extremalproblems Gberhaupt existiert, und zweitens bei der
analytischen Behandlung fur die Loésungskurve gewisse Voraussetzungen machen. Diese An-
nahmen kénnen wir hier leider nicht beweisen.

Beweis Uber Geometrie

Angenommen, die ebene Kurv¢ |0se das isoperimetrische Problem. Man macht sich leicht
klar, dassKk sich dann nicht selbst Uberschneiden darf. Ansonsten kdnnte man ja die entste-
henden Schleifen einfach weglassen und erhielte immer noch eine geschlossene Kurve, die
denselben Flacheninhalt einschlieRen wirde, aber kirzer ware, was der Voraussetzung wider-
sprache lose das isoperimetrische Problem.

Desweiteren ists konvex, d. h. fur alle Punkt®, ) auf K liegt die Verbindungsstrecke
PQ im Inneren vonk . Denn nehmen wir einmal ady’ wére nicht konvex. Dann gabe es
PunkteP; und P, so dass die Streck P, auBerhalb vork liegt. Dann kénnte man den Teil
von K zwischenP; und P, an P, P, spiegeln und erhielte so eine Kurve gleicher Lange, aber
groReren Flacheninhalts, was erneut ein Widerspruch ist.

Mit demselben Argument muss jede Strecke zwischen PurRténauf K, die K in zwei
Teilkurven gleicher Lange teilt, auch den Flacheninhalt in zwei gleiche Halften teilen. Ansons-
ten kénnte man namlich die groRere Halfte2Q spiegeln und erhielte eine Kurve gleicher
Lange, aber erneut grofReren Flacheninhalts.

Sei nunPQ eine Strecke mit der Eigenschaft, dass kign zwei gleich lange Halften
teilt. Wir betrachten eine dieser Teilkurvén und einen PunkR auf K. Wichtig fur unsere
Uberlegungen ist nun das Dreie¢k(PQR). Wir stellen uns vor, die Kurvenstiicke vdn
nachR sowie vonR nachQ@ waren in ihrer Form fest, aber die Punkteund ) kénnte man
auseinander ziehen bzw. zusammen schieben. Dann héngt die Flachi€ natarom Dreieck
A(PQR) ab, und an diesem ist lediglich die Strecké) variabel. Bezeichnet das Lot von
P auf RQ, so ist die Flache dieses Dreiecks

A:%R—Qh.

Nennen wir den Winkel bek, der PQ gegenuber liegty, so giltsina = /PR, d. h.
A= % PRRO sina.

In diesem Ausdruck sind nun allg GrofRen fest aulRgdffenbar wird die Flachel maximal
fur a = 90°. Da der Punkt? auf K aber beliebig war, folgt aus der Umkehrung des Satzes
von Thales sofort, dass ein Halbkreis K also ein Kreis, sein muss.



Beweis Uber Variationsrechnung

Wir kdbnnen uns nach den Symmetrietiberlegungen im letzten Abschnitt darauf reduzieren,
eine Kurvey(z) der LangeL > 2a mit y(—a) = y(a) = 0 zu finden, die mit der Strecke
—a < x < a eine grodtmogliche Flache einschliel3t. In dariationsrechnung lernt man,

dass das Integral
/ y(x)dz

—a

unter der Nebenbedingung
/ V1+y(x)?2de =L

dann extremal wird, wenn diguler-Lagrange-Gleichung

) + A1+ y(@)?)  Oy(x) + AV1+y(2)?) 0
Jdy

dx oy’

erflllt ist, wobei\ ein Parameter ist, der aus den Nebenbedingungen bestimmt werden muss.
Auswerten der Euler-Lagrange-Gleichung gibt

4 M)
de \/T+y/(2)?
Dies kann integriert werden zu
)\ /
ﬂ =x+ Cl
1+y'(x)?

mit einer Integrationskonstante&ry. Um dies weiter integrieren zu kénnen, missen wir zu-
nachst nacly’(x) auflésen. Quadrieren und Multiplizieren mit dem Nenner liefert

Ay ()% = (z + C)*(1+ 9/ (2)?),

also
T+ Cl

VA= (x4 )%

y'(x) =

Eine weitere Integration ergibt

+ CQ :l:\/)\2 13 + Cl
mit der Integrationskonstantéry. Dies lasst sich leicht umordnen zur Kreisgleichung
(z+C1)* + (y(x) + Co)* = N2

Dies ist die Gleichung eines Kreises mit MittelpuriktC;, —C5) und Radius|.



Wir haben bisher nur gezeigt, dass die Losung, so sie existiert, ein Kreis ist. Dass diese L6-
sung nun auch wirklich vorhanden ist, zeigen wir dadurch, dass wir die Integrationskonstanten
und den Parameteraus den Nebenbedingungen bestimtéws y(—a) = y(a) = 0 ergibt
sich das Gleichungssystem

(01 — &)2 + 022 = )\2
(C1 +a)® +C5 =\

Durch Subtraktion der Gleichungen folgt mit der dritten binomischen Formel die Bedingung
(C1 —a)* — (Cy +a)* = (—2a)(20,) = 0.

Da naturlicha # 0 ist kann nurC; = 0 sein. Damit ist aber audh, = ++/\? — o? festgelegt.
Die beiden Vorzeichen entsprechen den beidenzzAchse symmetrischen Positionen des
Kreises, bei denen einmal der Betrag der Flache oberhalb und einmal unterhalhcese
maximal wird. Es bleibt noch die Bestimmung vanDazu rechnen wir

/\/1+y dm—/\/ dx—/ )\2_332
/ dox = arcs1n$ ’ =2\ arcsm—
1—( x/)\ - A N A

L a
sin 2)\ )\
Dies ist nun leider eine transzendente Gleichung,iso dass wir nicht hoffen konnen, einen
allgemeinen Ausdruck fuk zu finden. Wir kénnen uns aber leicht klarmachen, dass\ein
existiert, das diese Gleichung erfillt. Substituierenawie L/(2)), so lautet die Gleichung

. 2a
sinu = —u.
L

Daraus folgt

Nun ist aberRa/L < 1, d. h. die Gerade rechts hat eine geringere Steigung als der Sinus links
mit sin’ 0 = cos 0 = 1. Daher existiert auf jeden Fall ein Schnittpunkt. Dabei kbnnen wir eine
negative Losung ignorieren, da die Kreisgleichung und die Bestimmungsgleichungén fur
und A nicht vom Vorzeichen von\ abhangen, es kommen also keine neuen Lésungen hinzu.
Bleibt noch auszuschlieRen, dass mehrere positive Schnittstellen existieren. Diese Uberlegung
sei dem Leser als Ubungsaufgabe tiberlassen.

Beweis Uber Fourier-Reihen

Wir machen nun den Ansatz, die Losungskurve in parametrisierter Eoftn y(¢)) zu fin-
den. Da die Kurve geschlossen ist, missamdy eine gewisse Periodizitat haben, und wir

IPrinzipiell ware es denkbar, dass es gar kein mit den Nebenbedingungen vertrayligbes



wahlen die Parametrisierung so, dass die Periode g@rabetragt, d. hx undy sind Funk-
tionen[0, 2r] — R. Dann kénnen wir die Funktionenundy bequem in einé-ourier-Reihe
entwickeln. Dies liefert

x(t) = % + Zan cosnt + by, sinnt

n=1
und

y(t) = % + Z cn cosnt + d, sinnt.

n=1
In der Analysis zeigt man, dass man den Flacheninhalt einer so parametrisierten Kurve durch
die Formel

berechnen kann, wogegen ihre Lange durch

2

L:/\/y'cQ(t)er'?(t) dt

0

gegeben ist. Dabei bezeichnet der Punkt die Differentiation nach dem Paranvétebeno-
tigen also

x(t) = Z n(a, sinnt — b,, cos nt)
n=1

sowie

y(t) = Z n(c, sinnt — d, cosnt).
n=1

Aufgrund der Orthogonalitatsrelationen flr die trigonometrischen Funktionen ist nun

A= g (io: n(bncn — andn) - f: n(andn - bncn)> =T io: n(andn - bncn)
n=1

n=1 n=1

Weiter gilt
2

/92;2(15) dt = win?(ai +b2)

0 n=1

und
27

/yf2(t) dt =) n’(ch +dy).

0 n=1
Bis jetzt haben wir nur den Definitionsbereich der Parametrisierung festgelegt. Wir verlangen
nun zusatzlich, das&’(t) + ¢*(t) = const. gilt. In der kinematischen Interpretation der Para-
metrisierung bedeutet dies, dass die Kurve mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird.


http://www.mathe-seiten.de/fourier.pdf

Es ist anschaulich klar, dass dies immer gehen muss, daher verzichten wir auf den nicht ganz
einfachen Beweis. Aus der Formel fur die Lange der Kurve folgt dann fur die Konstante

2

() + 0 = 1

Integration Ubef0, 27| und Einsetzen der Ableitungen ergibt

WZnQ(aZ+bi+CZ+di) =5
n=1

Damit haben wir insgesamt
L? — 47 A = 27° Z n*(a + 02 + 2 +d2) — 4n® Z n(and, — bycy)
n=1 n=1
=21 (na, — d,)* + (nby, + ¢,)* + (n® = 1)(c} + d2)
n=1

gezeigt.
Da dieser Term offensichtlich nicht negativ ist, erhalten wir id@erimetrische Unglei-
chung
ArA < L2

Wir missen nun die Fourier-Koeffizienten so wahlen, dass hier Gleichheit herrscht. Dies ist
genau dann der Fall, wenn alle Summanden der unendlichen Reihe verschwinden. Im Fall
n = 1 bedeutet dies, dass = d; undb; = —c¢; sein muss. Im Falk > 1 muss zunachst

c? + d? = 0 sein, was:, = d,, = 0 und fernera,, = b, = 0 impliziert. Damit haben wir die
Funktionenr undy bestimmt zu

x(t) = % + aycost + by sint

und .
y(t) = 50 — by cost + a; sint.

Dies ist wegen
Qo

(x(’f) - §>2 + (y(t) - %)2 =a2+

gerade ein Kreis mit Mittelpunkt /2, ¢o/2) und Radiusk = \/a? + b%. Wir erhalten weiter
A=m7(a?+b?) =aR*undL = 2n+/2(a} + b}) = 27 R.

Man sieht an der isoperimetrischen Ungleichung Ubrigens, dass das isoperimetrische Pro-
blem zu folgendem Problem &quivalent ist: Finde unter allen Kurven mit gleichem Flachenin-
halt diejenige, welche die geringste Lange hat.



